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Sur le calcul des modules d’élasticité des stratifiés
a fibres orientées
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Introduction

L’exposé suivant se rapporte au probléme de la détermination
analitique des modules d’élasticité des stratifiés renforcés dans deux sens per-
pendiculaires. Le probléme est traité dans des conditions d’¢lasticité pure et
d’état de contraintes bidimensionnelles. Le cas d’état de contraintes unidimen-
sionnelles est traité comme un cas particulier.

Le modele théorique d’un stratifié renforcé dans deux sens perpendiculaires
est presenté a la fig. 1.

Historique du probléme

Trois méthodes principales existent pour le traitement du probleme:
a. Méthode des sections réduites. Cette méthode est largement
utilisée. Elle est basée sur le ,théoréme des sommes*:

=0
1
x:F: g x,-f',-,

x étant la caractéristique du stratifié; x; la caractéristique d’'un des compo-
sants, F et F; resp. les sections transversales du stratifié et du composant.
Dans le cas d’'un stratifié 2 deux composants (résine et verre), v=2. Cette
méthode fut introduite pour le calcul des plastiques renforcées par Dietz et
Sonneborn, ensuite développé par Beer, Niederstadt, Corten, Lang, Skudra et
autres.

b. Méthode varitionnelle. Cette méthode est developpée par Hachin
et Rosen. Elle est basée sur un traitement mathématique plus précis. Elle dé-
montre, que les résultats obtenus par la méthode des sections réduites, sont
suffisamment précis pour la plupart des cas utilisés dans la pratique.

c. Méthode de Hill. Selon cette méthode les caractéristiques mécani-
ques des stratifiés doivent étre calculées 2 laide de deux matrices déterminant
les limites supérieures et inférieures de la valeur de la caractéristique examinée.
Les matrices doivent étre composées pour chaque cas particulier de renforce-
ment. Pour cette raison la méthode ne peut pas étre considérée pour linstant
comme une méthode pratique.
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Modules d’élasticité des stratifiés unidirectionnels

Considérons la couche élémentaire d’epaisseur d, de la fig. 1, en
supposant que la deuxiéme couche d, n’existe pas.
Si une force est appliquée dans le sens x,

E1x = E1x0v = E1xr.

012=0 1oty + 0y, (1 —pay).
Comme conséquence de ces deux équations, on obtient facilement:

@))] E]x:Euul'*"Er(l_/‘l)-
L’indice v se rapporte au renforcement (fibres de verre), Pindice r —2 la

resine, u étant la teneur volumétrique du verre.
Si sur la méme couche est appliquée une force dans le sens y,

&1y =& 1yoty eyl — )

01y=01yv= O1yr
Pour ce cas de chargement, on obtient

: nE,
@ Eor= =)

. E,
n étant n= E

Les formules (1) et (2), appliquées sur la couche élémentaire d’épaisseur
d,, renforcée en sens y donnent
nE, .
Eax T pptn(1—p)’
Eoy=Evtg+ E1—u,).

Ces résultats ont été obtenus par la méthode des sections réduites et sont
donnés ici dans la forme présentée par Corten. Ils serviront comme point de
base pour la considération du probléme plus général du renforcement dans les
sens x et y en état de contrainte bidimensionnelles.

Modules d’élasticité de stratifiés renforcés dans deux
sens perpendiculaires

Pour Tétude de ce cas, la plaque renforcée dans les deux sens
x et y (fig. 1), sera considérée comme une association de deux couches élémen-
taires qui se déforment ensembles.
Dans les sens x et y seront appliquées deux forces P, et P,. Ces forces
seront partagées entre les deux couches (P, Po, P],,, Pyy), selon leurs rigi-
dités dans les deux directions et I'on aura

(3) Py= PPy

4) Py=P1y+p2y-

Les conditions de déformations uniformes sont
€x=51x:€2x;

Ey=2E1y= €y
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Fig. 1

Pour le cas de contraintes bidirectionnelles, les déformations seront (en cas
d’orthotropie)

O1y Py, Pl}'

%1x .
61X=E —Vix E_‘—E d _—le Eq.d ’
1x 1y 1x%1 1y“1

o2y Py, Py

Eoxy — == oy —Vox
** sz bl E2y E2xd2 % Ezde ’

analogues pour & et &,.
La condition d’égalité des déformations en sens x sera

E1x = €%y

P P P, P,
5 1x —y 1y - 2x —y 24
) Eudy Y Edy  Epdy ¥ Eyydy’
et d’égalité des déformations en sens y

P P P P.

6 1 —y 1x 2y —, 2x
(©) Eyyd, VYV Eixdy T Egydy % Esds

La solution des équations (3), (4), (5) et (6) & rapport aux inconnues Py, Py
Py, P,y donne

1 Epy ("lx dy Yoy )] [ (”lx’ dy Vo VZx]
e ) o A B2 X 22 2 p
@ p 4t B szklysz Ey' 4y +E?y Py+| kyy Ey' i +E2y Eyl™y
g 1 1 4d E Esy\(vix Vor d
2 SR 1 (v B e ﬂ)(£+_21,_1)
Elx E2x.d2_ y 2'VElx i EZx Ely E2y dy
A cause de symétrie des équations, les expressions Py, Py et P,y auront la
méme structure que (7), en changeant les indices selon le schéma suivant:

(8) P2x=“'(1'—62; 2—’1) ou P2I=PX—P1}{;
©) Py=:--(x—>y; y—>x)ou Py=Py—Pyy;
(10) Py=++(1-2;2>1; x>y;y—X).
Dans les formules (7) — (10) existent les coefficients
E, E.
klx_E ;x %’ k%—E —‘ﬁz-x E !
1 tEzx dl 1x d2+ 2x
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k],V Z= EIJ/ ; ka ey &Ezl“

d o da
Ely+E.2y —Cf Ely ?j“+52y

)

qui peuvent étre definis comme coefficients de distribution.
Pour obtenir les modules d’élasticité du stratifié renforcé dans les deux
sens dans des conditions d’état de contraintes bidimensionnelles, les conditions

Ex ’8]40
P, Py Py, P,
(11) Ed "Ed~ End, % Ed
et
Sy = 81)”
P P, P Py,
12 Ly A, I
(12) Ed "VEd  Ed, "V End

seront utilisées.
La solution des équations (11) et (12) par rapport aux inconnues E, et E,
s’écrit

_p 4 (I—vvy) .
(13) Ex—PxE' '—1—-—"*»’ py’ih.¥___’
E]t(l""xvly)'!'E (Vy—214)
ds 1—v,
(14 Bmpy . vy

P,
24 2x
E‘;): (1 —VyY 2,\')'*‘5—2; (V_y_VZy)

Les résultats obtenus pour I'état de contraintes biaxiales, peuvent étre
utilisés facilement dans le cas de contraintes uniaxiales. Si la plaque est soum-
mise & Paction seulement de la force P, il suffit de mettre dans les formules:

Py=P,,=P,,=0, ainsi que »,,=0 (n=1,2; k=x, y).

On obtient
P, d
(15) Exzﬁ;'glElx,
et
' — Elxd] —
(16) P]x——Px*E—l;m—klxpx.

En remplagant (16) dans (15), on obtient finalement pour ce cas
: d d '
(17) Ex-_—FIElx‘i_'EZ ng-

Dans les formules (13), (14), ainsi que dans (17), interviennent les épais-
seurs des couches élémentaires (d;, d,), ainsi que I'épaisseur totale (d). Les
épaisseurs nominales de chaque sorte de tissu sont généralement données par
le producteur. Dans les formules précédentes les épaisseurs se présentent
sous forme de rapports. Pour cette raison on peut imposer I’hypothése que
les rapports des épaisseurs du tissu non imprégné restent identiques avant et
aprés moulage, méme un moulage sous pression.

Une formule de ce type dans:le cas d’état de -tention uniaxiale a été
obtenue par Beer en 1959 sous la forme
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(18) ) ExZAxE1x+AyE2V'
Les coefficients A, et A, étant définis sous la forme

__fzzx . — f”-yﬁ .......
Ax—- fax+ftzy ’ Ay‘_ fax+fay ’

fax fay, étant les sections transversales des fibres de renforcement dans les
deux sens.

Il est évident, que pour lobtention de cette formule le théoréme des
sommes est directement appliqué. Comme facteur déterminant linfluence des
modules des couches élémentaires, le pourcentage de verre dans les deux sens
est utilisé. En revanche, dans les formules obtenues ci-dessus, le théoréme des
sommes est utilisé, mais l'influence des modules d’élasticité des couches élémen-
taires est pris en compte par la rigidité des deux couches dans le sens étudié.

A notre avis c’est un raisonnement plus correct, basé sur les déformations
uniformes des deux couches élémentaires.

Les formules (17) et (18) peuvent étre analysées briévement. Les deux
formules seront identiques, si

—[{=Ax et Ed:A)’
ou
fax _Jaxtfay o fay _Jaxtfay
4 d b d

ce qui signifie

Jax__foy _Jaxtfay
d - d, a

(19) U= U= W4,

uy et uy, étant les teneurs volumétriques des couches élémentaires et u, étant
la teneur volumétrique de la plaque composite.
Il peut exister neuf cas de renforcement différents:

1° faox=fay di=dy (B =g,),
2° fax>fapy d1=ds (=8 ),
3° fax<fay, di=ds (Bx= &),
4° fax=fay, di>dy (B> &),
5° far=/ays d1<<dy (B:x< &),
6° fax>fay, di>d, (B> 8y),
7° fax>fay d1<ds (8:<8y),
8° faxr<Jay, @1=>dsy (8:>y),
W far<Jay, d1<dy (£:<8y),

# étant le diameétre des fils.

Des 9 cas mentionnés, seulement dans le premier, la condition (19) est
toujours satisfaite et Ax:fidi: Ay= %3:0,5. Dans le sixiéme et le neuviéme
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cas, a condition que (19) soit satisfaite, les deux formules (17) et (18) sont
identiques. Pour tous les autres cas il est évident que la condition (19) n’est
pas satisfaite et les deux formules ne sont pas identiques.

Détermination des coefficients de Poisson

Pour pouvoir utiliser les formules proposées dans le cas de con-
traintes bidimensionnelles il est nécessaire de pouvoir calculer les coefficients de
Poisson des couches élémentaires (viy, vor, 75, ¥9y) ainsi que de la plaque com-
posite (vi, »y).

Couche élémentaire renforcée dans un sens

Ce probléeme a été étudié par plusieurs auteurs. Ici nous donnons
les résultats obtenus par Corten.
Pour la couche d’épaisseur d,, renforcée dans le sens x et soumise a
laction d’une force P, dans le sens du renforcement le coefficient de Poisson
v1x €5t

(20) Vix = Vouq (1 —py),

tandis que pour la méme plaque, soumise & l'action de la force P, dans le
sens perpendiculaire au renforcement, le coefficient de Poisson »,, est

_ v+ (1 —pyl .
(21) v]yw[#1+”(1—H1)][”/41+1*M1]

Les expressions pour »,, et »,, sont analogues.

Plaque renforcée dans deux directions

Dans ce cas de renforcement, le théoréme des sommes est utilisé,
mais pour les raisons mentionnées ci-dessus, I'influence des deux couches élémen-
taires sera prise en considération i l'aide de leurs rigidités. Sous Paction de la
force P,, le coefficient de Poisson sera

&,E;, dyEs,

(22) Vy= B—Ej Yix TET Vox-.

En remplagant Ey selon (17)
d d
Ey=71E1y+712‘EQy

on obtient
d1Ey V1 +doEs v,
(23) = 1&1yY1x 202y 2y.
d1E1y+dgE2y

Dans la formule analogue proposée par Beer, les épaisseurs d; et d, sont
remplacées par les coefficients A, et A,. Linterprétation de cette différence
est identique 2 celle des modules d’élasticité.
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Conclusion

En résumé on peut dire que les formules proposées jusqu’ a
présent, basées sur I'application directe du théoréme des sommes peuvent étre
considérées comme valables et applicables dans certains cas. On doit avouer
que ces cas coincident avec un grand nombre de cas rencontrés en pratique,
mais tant qu’il s’agit d’une étude théorique, le mécanisme de travail de la plaque
composite doit étre étudié dans tous les cas possibles de renforcement.

Les résultats obtenus montrent qu’en utilisant la méthode des sections
réduites et enintroduisant les rigidités des couches élémentaires, on peut obtenir
la solution du probléme dans le cas le plus général.

L’étude fournit la solution du probleme dans le cas d’état de tensions
bidimensiounelles.
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